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[1,0 val] 1. (a) Determine o desenvolvimento em série de Fourier de senos de f : [0, 7] — R dada
por

f<x>_{1 se 0<z<7/2

0 se m/2<zx<m

e indique, justificando, a soma da série para cada = € R.

[1,5 val] (b) Use o método de separagdo de varidveis para resolver o problema de valor inicial e
de fronteira ) )
( 0*u 0%u

w—Zu:ﬁ O<z<m, t>0

u(0,t) = u(m,t) =0 t>0

w0 =0 L@ o) = fx) o<wz<r

( ot

Resolucao:

(a) Para obter um desenvolvimento de Fourier em série de senos, prolonga-se f ao
intervalo [—, 0] de forma impar e obtém-se assim a sua série de Fourier,

ad nmwr
e (25,
; sen (—

em que L = 7 e os coeficientes b,, sdo dados por

b, = / f(z sen mrx der = — / f(z)sen <T) dr =
w/2

— _/0 sen(nx)dr = —i cos(nz)

™ ™n

0 ™
Assim a série de Fourier de senos de f é
= 2
Z — [1 — COS (n_7r>] sen (nx) .
= m™ 2

Como o prolongamento impar de f, em [—m, 7|, é seccionalmente C', com descon-
tinuidades em = = 0 e x = +7/2, o teorema da convergéncia pontual das séries de



Fourier garante que a correspondente série de senos converge, em cada = € [—m, 7],

para
(

0 se —r<zr<—7/2
—1/2 se z=—7/2

-1 se —7m/2<z<0
0 se z=0

1 se O<z<m/2

1/2  se r=m/2

0 se T/2<zx<m

Nos restantes pontos de z € R a série converge para o prolongamento periédico, de
periodo 27, desta funcdo.

Observamos que a equacdo diferencial parcial dada, assim como as condi¢bes de
fronteira, sdo homogéneas. E vilido, por isso, o principio da sobreposicao, ou seja,
funcdes obtidas por combinacdes lineares arbitrarias de solucdes da equacao e das
condicoes de fronteira ainda as satisfazem.

Vamos por isso usar o método de separacao de variaveis, construindo solugdes gerais
por combinagdo linear (eventualmente infinita) de solugdes mais simples, da forma
u(t,z) = T(t)X (x), para 0 <z < 7w et > 0. Substituindo na equagdo diferencial
parcial obtemos

T”(t) B X//(x)

T()X () = 20X (2) = TWX"(2) & 75 Yo

Esta igualdade sé é possivel se as funcoes dos dois lados da igualdade, de varidveis
independentes = e t, forem ambas iguais a uma constante, digamos A. Portanto é
equivalente ao seguinte sistema de EDOs, onde A é um nimero real qualquer

{ T"(t) = (A +2)T(¢)
X"(x) = A X (z).

Comecamos pelo problema de valores e funcdes préprias da segunda derivada, cor-
respondente a equagao para X. A expressao para as suas solucoes depende do sinal
de \. Temos X" (z) = AX(z) & X" (2) - X (x) =0 (D?*— X)X (x) = 0, donde

BeV?® 4 Qe se A >0
X(zx) =< Bx+C se\=0
Bceosv—Xz+Csenv—Ar se A <O.

onde B, (' sdo constantes reais.

As condi¢bes de fronteira homogéneas u(t,0) = u(t,7) = 0 para as solu¢des da
forma T'(¢t)X (z) n3o nulas dizem que

X(0) =0
X(m)=0

T@X@zT@XWzO@{

Impondo estas condi¢des as solu¢des X (x) determinadas acima temos
(i) Para A > 0:

B+C=0 - B=0
BeV ™ 1 Ce=VA™ — () C=0



(i) Para A =0:
C=0 N B=0
Br+C=0 C=0

(iii) Para A < 0:

B=0 B=0
{ B cos(vV/—Am) + Csen(v/—Am) =0 <:>{ C=0ou+v—-Ar=nm

donde obtemos as solu¢des ndo nulas X (z) = C'sen (nx) comn = 1,2, ---,
para A = —n?.

Para resolver a equacdo T"(t) — (A + 2)T(t) = 0 & T"(t) + (n®* — 2)T(t) =
0 < (D? + (n? — 2))T(t) = 0 hd que observar que, para n = 1 a solugdo desta
EDO de segunda ordem tem duas solu¢des exponenciais linearmente independentes,
e para n > 2 as solugdes sdo trigonométricas. Assim para n = 1, a equagao é
T"(t) — T(t) = 0 cuja solugdo geral é

T(t) = are’ + bre™,
enquanto para n > 2 a solucao é

T(t) = anpcos(Vn? — 2 t) + b, sen(vn? — 2 t).

As solugdes nio triviais da equagdo diferencial da forma 7'(t) X (x) que satisfazem as
condicdes de fronteira sdo portanto as funcdes da forma

are’ sen(z) + bie” ' sen(z),
paran =1, e
a, cos(vVn? — 2 t)sen(nx) + b, sen(vn? — 2 t) sen(nzx),

para n > 2.

Procuramos agora uma solucdo formal para a equacao e condicdo inicial que seja
uma "combinag3o linear infinita” destas solu¢bes obtidas acima:

u(r,t) = a1€e’ sen(z) + be "sen(x)+

+ Z an cos(vVn? — 2 t)sen(nx) + b, sen(vn? — 2 t) sen(nx).
n=2
Substituindo esta expressdo na condigdo inicial u(x,0) = 0 obtemos

(a1 + by) sen(x) + Z an sen(nz) = 0,

n=2

e como os coeficientes de Fourier da funcdo nula sdo nulos, concluimos que

(11+l71:0<=>a1:—b1,

a, =0, para n > 2.



[1,5 val]

Por outro lado, derivando a série da solucdo em ordem a ¢

ng (z,t) = a1’ sen(z) — bre 'sen(z)+

+Z —vn? =2 a,sen(vVn? — 2 t)sen(nx)+vn? — 2 b, cos(vVn? — 2 t) sen(nz),
n=2
e substituindo na condic3o inicial para a derivada %%(z,0) = f(z) obtemos

%(w, 0) = (a1 — by) sen(x) + + Z vn? —2 b, sen(nx) = f(x),

donde, pelos coeficientes da série de Fourier de senos de f obtida na alinea anterior
se conclui que

a— b =—

2
n2—2bn:—[1—cos<ﬂ>},
™ 2

para n > 2, pelo que se conclui finalmente que

0 b= ——m [l con ()]
ap =Y, n — — — COS | — ;
Tn/n? — 2 2

para n > 2, e portanto a solugao é finalmente dada por

u(z,t) = 2senh( t) sen(z +Z [ — cos < 5 )} sen(v/n? — 2 t)sen(nz).

mny/ n2

2. Utilize um integral adequado no plano complexo para mostrar que, para qualquer inteiro

fixon > 1, se tem

Resolucao:
Comecamos por observar que a funcao é par, pelo que
T 2n 1 " 2n
/ (sen(6)*" a6 = / (sen(6))>" db.
0 -7

Agora, como habitualmente para integrais de fungdes trigonométricas em intervalos de
comprimento 27, como é o caso, usamos a férmula de Euler da definicio da exponencial



imagindria para escrever
ez@ o e—z@

21

7 on 1 T /i _ o—if 2n
/0 (sen(0))™" do = > /_7r ( " de,

tentando reconhecer nesta férmula um integral complexo dado pela definicao ao longo
duma circunferéncia de raio um em torno da origem, parametrizada por ¢?. Para isso,
multiplicamos e dividimos por ie? para fazer surgir nesta férmula a derivada da parame-
trizacdo e “desparametrizando”, de forma a escrevé-lo como um integral complexo em
termos duma funcdo de z obtemos

m 1 [~ 0 _ —if0\ 2" ; if 1 _ 1 2n1
/ (sen(6))2" df = —/ S0 ) = —,yg T c) e
. 2/ . 2i iei? 20 Jpm1 \ 2 z

Este é o integral complexo, igual ao integral real da pergunta, que iremos agora calcular
com a férmula integral de Cauchy (ou pelo teorema dos residuos). Reescrevemo-lo como

1 -\ 1 2 e
() e g G
2i Jiyo \ 2 z (29) =1 Z

e pelas férmulas integrais de Cauchy para as derivadas (neste caso, para a derivada de
ordem 2n) concluimos que

sen(f) =

e portanto

1 2 _ 1 2n 21 d2n
: (Z ) dz = : UK (22 _ 1)2n:0
(20)2H1 Jloy 220t (20)2n+1(2n)! dz2n |2
d2n
= - (2% — 1)|2£:0~

22n(—1)"(2n)! dz?"

Resta-nos, portanto, calcular a derivada de ordem 2n na origem do polinémio de grau
4n dado por (2% — 1) E evidente que, neste polindmio, essa derivada de ordem 2n
anulard todos os termos de grau inferior a 2n, e os de grau superior a 2n, ao serem
avaliados em z = 0 também se anulardo. Concluimos que o (nico termo que n3o dard
zero serd exactamente o da derivada de ordem 2n do termo de grau 2n do polinémio.
Para identifica-lo a forma mais eficiente é usar o binémio de Newton

(2~ 1y = Z (),

pelo qual observamos que o termo de grau 2n corresponde a k = n

(2n> () (=1) T = %Z%(—l)n,

n (27”L — n)

o qual, derivado 2n vezes, da

" (2n)! 221y = (@)2(—1)”,

dz?" nl(2n — n)!




e substituindo na férmula integral de Cauchy

T d2n

/O (en(@)" db = e (2 = D

™ 2n)\?,
- 22n(—1)n(2n)!( nl ) (=1)
m(2n)!  w(2n)!

el (ZPwl)P

como queriamos provar.

[2,0 val] 3. Prove o principio do argumento: Seja f uma func¢do holomorfa num conjunto 2 C C
aberto e conexo, excepto num ndmero finito de pélos pi,ps, ..., p, de ordens O(p;),
j=1,...,m. Sejam também zi, 25, ..., z, um nimero finito de zeros de f, de ordens
O(z), k=1,...,n. Entdo, se v é um caminho seccionalmente regular em €2, homotdpico
a um ponto, que n3o passa sobre nenhum dos p; ou 2, prove que

1 [f()
2mi J., f(2)

dz="_O(z)I(y,2) = Yy Op)I(7,py).
k=1

J=1

em que I(7, z) e I(,p;) designam, respetivamente, os indices do caminho 7 relativa-
mente aos pontos zi € p;.

Resolucao:

Comegamos por observar que, dadas as condi¢cdes do enunciado, em 2 a fungdo f'(z)/f(z)
tem sigularidades isoladas precisamente nos zeros e pélos de f. Assim, aplicando o teorema

e \ ~ /
dos residuos a funcao f? temos

/

2% : J;((ZZ)) dz = ;1(% z)Res (%zk) + ;1(%@)%5 (f?pj) :

Para obter a conclusdo da proposicao, basta entdo provar que num zero z; de f o residuo
de f'/f é igual a O(z), e que num pdlo p; de f o residuo de f'/f é igual a —O(p;).

Ora, se f tem um zero de ordem O(z) em zi, numa bola centrada nesse zero f é dada
k k
pela série de Taylor que, devido ao zero, comega precisamente no termo de poténcia O(zy,)

FOED () oy L FOEAD () o
FG) = agr G Gy ¢
B B (=) f(O(Zk))<Zk) f(o(zk)+1)(zk) B o
= (Z zk,)o O(zk)‘ —+ (O(Zk) n 1)! (Z Zk) +

= (z—2)°®™g(2),



, (CIEW)
em que g é holomorfa e g(zx) = f#k)(f’“) # 0. Portanto, nessa bola onde esse desenvol-

vimento em série de Taylor de f é valido temos

F'(2) _ Oa)(z = ) g(2) + (2 = )9 (z) _ Olz)  g'(2)

f(z) (z — 2) 9 g(2) (z—z)  g(2)

donde concluimos imediatamente que % tem por isso um pdlo simples em z; e que o

residuo € O(zy).
De forma inteiramente andloga, se f tem um pdlo em p; de ordem O(p;), numa coroa

circular 0 < |z — p;| < r de raio exterior r suficientemente pequeno, serd vilido o
desenvolvimento em série de Laurent de f,

bow;) bo,)—1
(2 =p;)O®) (2 —p;)O®)~!

flz) =

com bo(,,) # 0 donde, pondo o primeiro termo em evidéncia

f2) = ———opy [bow) + bow)-1(z —pj) + -]

em que h, com série de Taylor centrada em p; dada por h(2) = bog,)+bop,)—1(2—p;j)+ -
é holomorfa na bola de raio 7 centrada em p; (incluindo no préprio ponto p;) com h(p;) =
bo(pj) # 0. E portanto,

_ Oy _ME
f(2) _ (Z_p]_)o<pj>+1h(z) + (z—p;)°®P3) _ O(p;) 4 W(z)
702) Ei%%ﬁ (z=pj)  h(z)’

concluindo-se aqui que os pélos p; de f sdo também pélos simples de f/f, com residuo
—O(py).

Esta assim demonstrada a proposicao.



